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Das achte Kapitel des Buches »Buch der Beweise «handelt, wie der Titel schon verrit,
von der Irrationalitdt einiger Zahlen und wie dies geschickt bewiesen wurde. Im Zuge
eines Proseminars, welches das oben genannte Buch zum Thema hat, bietet der folgende
Text eine Zusammenfassung des Kurzvortrages.

Im Folgenden werden drei Sitze bewiesen:

Satz 1: e ist irrational.
Satz 2: e” ist irrational fir alle re Q\ {0}.
1

Satz 3: Fir jedes ungerade n > 3 ist A(n):= %arccos(—n) wrrational.

Satz 1. e ist irrational

Beweis. Dieser Beweis wurde bereits im Jahr 1840 von Louvilles Aufsatz s Sur l’iiationalité
du nombre e« aus dem Jahr 1840 zuriick .
Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, e wére rational, also e=3 mit a,b € Z
und b > 0. Durch Multiplikation mit n!, n € N, erhilt man
a

e= 7 < nlbe = an!.
Die rechte Seite der Gleichung ist also eine ganze Zahl. Setzt man nun auf der linken Seite
der Gleichung die Reihenentwicklung fiir e ein, ldsst bnle wie folgt in einen ganzzahligen
Teil und einen Rest aufteilen:
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Betrachten wir also den Rest R := bn!((nil)! + (niz)! + (niS)! +...), um die Annahme zu
einem Widerspruch zu fiithren. Hierzu ziehen wir folgende Ungleichung zur Hife:
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= (n+1) n

Multipliziert man diese Ungleichung mit b, so erhélt man

b b
< R< —,
n

womit man fiir grofles n eine rationale, jedoch keine ganze Zahl R erhélt, was die An-
nahme zu einem Widerspruch fiihrt. O

Um den néchsten zu beweisen, bendtigen wir vorab die Aussage eines Lemmas.

Lemma 1. Fir festes n € N sei

Es gilt:

i) Die Punktion f(z) ist ein Polynom der Form f(z) = 4, Z CiT

i) Fiir alle x € (0,1) ist 0 < f(x) < n.
ii) Fir die k-ten Ableitungn der Funktion gilt f*)(0), f*)(1) € Z

Beweis. Multipliziert man den Zéhler der Funktion aus, so folgt i) sofort. Auferdem sind
2" und (1—2)" fir x € (0, 1) ebenfalls zwischen 0 und 1, woraus i) ebenfalls sofort folgt.
Um die dritte Aussage zu beweisen bemerken wir zuerst, dass f(1-x)=f(x), woraus f*)(z)
(=1)*f®) (1 — 2) und somit f®*)(z) = (=1)¥f*)(1 — z) folgt. Es reicht also zu zeigen,
dass fiir alle k € N f*)(0) € Z gilt. Hierfiir unterschieden wir zwei Fille:

1. Fall: ke {n,...,2n}
Fiir k<n verschwindet f*)(0), da = 0 und alle Summanden des Polynoms ein 2 als
Faktor enthalten. Fiir k>2n verschwindet die Ableitung, was ebenfalls aus i) folgt.

2.Fall: k¢ {n,...,2n}
Es gilt f (k)( 0) = k'ck € Z, da alle Summanden der Ableitung mit einem Index grofier
als k durch & = 0 als Faktor und alle Summanden mit einem Index kleiner als k durch
Ableiten verschwinden.
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Satz 2. e" ist irrational fir alle re Q\ {0}
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Beweis. Hier reicht es zu zeigen, dass e® ¢ Q fiir positive s € Z, denn angenommen
et € Qmit s € Nund ¢t € Z\ {0} , dann folgt, dass (e?)" = e* ebenfalls rational ist. Des
Weiteren gilt fiir e™® = eis Wire e® = ¢ fiir a,b € Z,b > 0, so folgt, dass e™* = g, also
ebenfalls rational ist.

Angenommen e = ¢ fir a,b € Z,b > 0, also ¢* € Z. Wir wéhlen n € N so, dass

n!>as?"*! gilt und definieren
F(z) = s f(z) = s (@) + s 72 (@) F oo+ O (@) = ) (—1)'s™ 7 fi ()
i=0

mit f(x) aus dem vorherigen Lemma. Leitet man F(z) ab, so erhdlt man
Fl(z) = " f'(x) — s (@) + 272" () F oo+ sf O (2)

_ —s(—sQ”f(x) + sznf(x) o 82n—1f/(x) + SQn_sz(x) _ SQn_Sf/”(x) + ..+ sf(zn)(:p)
= —seTF(x) + s f(2)

Mit der Produktregel folgt dann

% [P F(x)] = se*F(x) + e**F'(x) = s*"T1es% f(2),

also

1
N = b/sz’”rl ¥ f(x)dx = b[esmF(x)]é
0

=be’F(1) — bF(0) = aF(1) — bF(0)

nach Annahme. Aus Lemma iii) folgt, dass N € Z, da F(1) sowie F'(0) nur aus ganzzah-
ligen Summanden bestehen..

Mithilfe des Lemmas ii) ldsst sich N folgendermafen nach unten und nach oben abschét-
zen:

1 2n+1
O0<N= /82”+1e”f(a:)dx < ps2Hles — = 2 <1

n! n!

Somit kommt es zu einem Widerspruch.
Zuletzt beweisen wir folgende Aussage:

Satz 3. Fiir jedes ungerade n < 3 ist A(n):= %arccos(in) irrational.



Beweis. Zunéichst bendtigen wir das Additionstheorem

cosa+cosﬂ:2cosa;rﬂcosa;5

welches in nach Umformung und mit o = (k+1)p und 8 = (k — 1)p
cos((k + 1)) = 2cos p cos ¢ — cos(f) (1)

liefert. W&hlt man ¢,, = arccos ﬁ, so erhélt man cos ky, = % fir k € N mit Ay € Z,
n
n nicht Ay teilt.
Bemerkung 1. cosky, = % fir k € N mit Ay € Z, n teilt Ay, nicht.
n

Beweis. Induktionsanfang: Wir wiahlen Ay = A; = 1 und erhalten fiir k=0,1:
A

[en]

1
k:():cos()cpnzoziz 5

e

k=1:coslp, =

1
N

=

Induktionsschritt: k — k + 1
Aus (1) folgt

cos(k + 1), = 2i A Apr 245 = ndga

\/ﬁ\/ﬁk B \/ﬁkz—l - \/ﬁk’—i-l
Daraus folgt auferdem Apiq = 2A; — nAg_1. Da n | nAg_1 betrachten wir 2Ay.

Nun wird Ax nach Voraussetzung nicht von n geteilt und somit auch 2A; nicht, da
n < 3 ungerade ist. O

k
I

Nehmen wir nun also an, es gibe k,l € Z, [ > 0, sodass %@n = also insbesondere

lpn, = km gelte. Setzt man [, nun in (1) ein, so erhdlt man
+1 = cos km = coslyp, = ill
Vn
Somit gilt £4; = \/ﬁl.
1. Fall: [ ist gerade
Dann ist [ = 2l fiir ein 3 € N, also ist \/ﬁl = nh und insbesondere n | n!t = +£A4;,
ein Widerspruch.
2. Fall: [ ist ungerade
Dann ist [ = 2l; + 1 fiir ein [; € N, also ist \/ﬁl = ny/n. Da y/n allerdings eine
ganze Zahl ist, muss n eine Quadratzahl sein, womit ebenfalls n | n!'\/n = +A4;
folgt, ein Widerspruch.
O
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